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Abstract. The diamond cone is a combinatorial description for 
a basis in a indecomposable module for the nilpotent factor n + of 
a semi simple Lie algebra. After N.J. Wildberger who introduced 
this notion for s[(3), this description was achevied in [ABW] for 
sl(n) and in |AAK] for the rank 2 semi-simple Lie algebras. 

In the present work, we generalize these constructions to the Lie 
algebras sp(2n). The symplectic semi-standard Young tableaux 
were defined by C. de Concini in [DeCj . they form a basis for the 
shape algebra of sp(2n). We introduce here the notion of sym- 
plectic quasi-standard Young tableaux, these tableaux give the di- 
amond cone for sp(2n). 



Resume. Si n + est le facteur nilpotent d'une algebre semi-simple g, le 
cone diamant de jj est la description combinatoire d'une base d'un n + module 
indecomposable naturel. Cette notion a ete introduite par N. J. Wildberger 
pour st(3), le cone diamant de sl(n) est decrit dans [ABWj . celui des algebres 
semi simples de rang 2 dans [AAKj . 

Dans cet article, nous generalisons ces constructions au cas des algebres 
de Lie sp(2n). Les tableaux de Young semi standards symplectiques ont ete 
definis par C. de Concini dans [DeCj . ils forment une base de l'algebre de 
forme de sp(2n). Nous introduisons ici la notion de tableaux de Young quasi 
standards symplectiques, ces derniers decrivent le cone diamant de sp(2n). 



1. Introduction 
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Soit g une algebre de Lie semi simple complexe de dimension finie et 

sa decomposition en sous-espaces radiciels. 

La theorie des modules simples de dimension finie de q est tres bien 
connue et assez explicite. Ayant fixe un systeme de racines simples A, 
on note $ + l'ensemble des racines positives, n + = X^ae$+0 a > 011 sa ^ 
qu'un tel module simple V x est caracterise a equivalence pres par son 
plus haut poids A qui est entier et dominant. Soit A l'ensemble des 
poids entiers dominants. Cette theorie peut se resumer a la description 
de l'algebre de forme de jj. Cette algebre est l'espace 

AeA 

muni d'une multiplication associative et commutative naturelle (voir 

Un probleme combinatoire classique est alors de decrire explicite- 
ment cette algebre, en particulier d'en donner une base, formee d'une 
union de bases de chaque V x . Par exemple dans le cas oil = st(n), on 
note S A le module V x et S* l'algebre de forme de sl(n). Cette algebre 
s'identifie a une algebre de fonctions polynomes sur le groupe de Lie 
SL(n), et on connait depuis le 19 eme siecle une telle base. On peut 
l'indexer par l'ensemble SS' des tableaux de Young semi standards, 
remplis par des coefficients dans {1, . . . , n} et dont les colonnes sont de 
hauteur inferieure a n : chaque tableau definit naturellement une fonc- 
tion polynome, produits de sous determinants sur SL(n), ces fonctions 
forment une base de §*, les tableaux de forme A definissant une base 
de V x . 

Dans la suite, on notera t>_A un vecteur de plus bas poids de V x , 
V x est engendre par Paction de n + sur le vecteur v_\. On notera 
V x + l'espace V x vu comme un n + module monogene. Ces modules 
monogenes sont en fait maximaux et caracterises par les nombres en- 
tiers naturels a a (a G A) tels que 

X>_ A ^0 et A^ + V A = («GA). 

La description des modules monogenes nilpotents de n + semble done 
se resumer a la description d'une nouvelle algebre Y re d, quotient de 
l'algebre de forme V et que Ton appellera l'algebre de forme reduite 
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de q. Cette algebre ne sera plus la so mine directe des VA. mais en 
fait un n + module indecomposable, union de tous ces modules, avec la 
stratification naturelle : C si et seulement si /x < A. 

Le probleme combinatoire est maintenant de decrire une base de 
l'algebre de forme reduite, adaptee a la stratification, c'est a dire une 
base union de bases des , la base de V*+ contenant toutes celles des 
C si (j, < A. 

Supposons de nouveau que g = sl(n). Ce ete etudie dans 

[ABWJ. L'algebre de forme reduite, E>* ed est isomorphe a l'algebre 
C[A^ + ] des fonctions polynomes sur le groupe N + = expn + . Une base 
adaptee de cette algebre est donnee par l'ensemble QS* des tableaux 
de Young appeles quasi standards. La base de etant donnee par 
l'ensemble des tableaux de Young quasi standards de forme inferieure 
ou egale a A. Autrement dit, l'ensemble des tableaux de Young quasi 
standards de forme A forme une base d'un supplementaire de X] m <a 
dans En reprenant la terminologie de N. J. Wildberger, on dit 

qu'on a decrit le cone diamant de sl(n), jWj . 

Recemment, avec B. Agrebaoui, nous avons realise la meme con- 
struction combinatoire pour les algebres de rang 2 : s[(2) x s[(2), s[(3), 
5p(4) et (?2- Nous avons ainsi decrit leur cone diamant en utilisant 
pour chacune d'elles la bonne notion de tableau de Young quasi stan- 
dard ([MKj). 

Le but de cet article est de traiter de la meme fagon les algebres de 
Lie symplectiqes sp(2n). Pour ces algebres, on peut definir la classe des 
tableaux de Young semi standards, ce qui donne une base de l'algebre 
de forme §^ de sp(2n). 

On regarde d'abord sp(2n) comme une sous algebre de Lie de l'algebre 
sl(2n), de telle fagon que, avec des notations evidentes, 

f) sp (2n) = f)*[(2n) H sp (2n) , n+ (2n) = n+ (2n) fl sp (2n) . 

On se limite alors aux $l(2n) modules simples § A qui correspondent 
aux tableaux de Young n'ayant pas de colonne de hauteur > n, la res- 
triction de S A a 5p(2n) contient exactement un sp(2n) module simple 
8^ de plus haut poids A|f, (2n .. On decrit ainsi exactement l'ensemble 
des 5p(2n) modules simples et il existe deux combinatoires, celles de de 
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Concini et celle de Kashiwara-Nakashima qui permettent de selection- 
ner, parmi les tableaux de Young semi standards de forme A, une base 
de V^. On dira que ces tableaux sont les tableaux semi standards 
symplectiques, voir [DeCj . [KNj . 

Dans cet article, on va definir la notion de tableau de Young quasi 
standard symplectique et montrer que, comme dans le cas de sl(n) ou 
des algebres de rang 2, les tableaux quasi standards symplectiques de 
forme A forment une base d'un supplemental de ^2 U<X dans 



j<5 



On obtiendra ainsi une base de l'algebre de forme reduite de 

"sp(2n) 

Sp(2n). Cette algebre, notee est isomorphe a C[i\Tb 2n J et sa struc- 
ture de tTjp( 2 „) module indecomposable est bien decrite par notre base. 
On aura ainsi decrit le cone diamant des algebres sp(2n). 



2. Tableaux de Young semi et quasi standards pour sl(n) 



Dans cette section, on va rappeler les definitions, les notations et les 
resultats de Particle |ABW] qui etudie le cas des algebres sl(n). On 
esquissera aussi une nouvelle preuve du resultat principal de ce travail, 
en utilisant le jeu de taquin de Schiitzenberger. C'est cette preuve qui 
sera generalisee pour sp(2n). 



2.1. Tableaux de Young semi standards pour sl(n). 

L'algebre de Lie sl(n) est l'ensemble des matrices complexes carrees 
d'ordre n et de trace nulle. Le groupe de Lie correspondant, SL(n), 
est l'ensemble des matrices carrees d'ordre n et de determinant 1. 

L'ensemble f) des matrices diagonales H = diag(Ki, . . . , K n ) (avec 
J2i K i — 0) est une sous algebre de Cartan de sl(n). On definit les 
formes lineaires $i sur f) en posant 9i(H) = «j. On choisit l'ensemble 
des racines simples A = = 9 i+ i — 9i, 1 < i < n}. Pour 1 < k < n, 
Paction naturelle de sl(n) sur A k C n definit des modules irreductibles de 
plus haut poids uj^ — 9i + - ■ Ces modules sont les representations 

fondamentales de sl(n). 



CONE DIAMANT SYMPLECTIQUE 5 

Chaque sl(n) module simple est caracterise par son plus haut poids 

n-l 

A = CLkUJk 

k=i 

oil les cik sont des entiers naturels. Notons ce module irreductible § A , 
c'est un sous module de 

Sym ai {C n ) <g> Sym a2 (A 2 C n ) <g> ■ ■ ■ <g> Sym^-^A^C). 

La theorie classique des sl(n) modules simples dit que l'ensemble des 
modules simples est en bijection avec l'ensemble A des poids entiers 
positifs, et que l'application A i— > (a 1; . . . , a n ) est une bijection de A sur 

Soit (ei, . . . , e n ) la base canonique de C n . Le determinant de la sous 
matrice de g obtenue en ne considerant que les lignes i±, . . . ,ik et les 
colonnes ji, . . . ,jd est note det (g',ii, ■ ■ ■ ,i k ', ji, ■ ■ ■ , jk)- Une base de E> Wk 
est donnee par l'ensemble des fonctions sous determinant suivantes : 

S hl.,i k (9) = det (g; h, . . . , i k ; 1, . . . , k) 

= «A--Ae* t , 9 e 1 A--A 5 e fc ) 

ou g G SL(n), et i\ < i 2 < ■ ■ • < ik- 

On note cette fonction par une colonne : 

k_ 



ik_ 

Si i\ — 1, ii — 2, . . . , ik — k, la colonne sera dite triviale. 

Le groupe SL(n) agit sur ces colonnes par Taction reguliere gauche : 

Par construction, cette action coincide avec Faction naturelle de SL(n) 
sur A k C n . La colonne triviale est le vecteur de poids u>k, on la choisit 
comme le vecteur de plus haut poids de S Wk , ce module est maintenant 
defini univoquement (pas a un operateur scalaire pres). 

On notera un produit de fonctions 5 comme un tableau, forme d'une 
juxtaposition de colonnes qu'on appellera tableau de Young. Un tableau 
de Young vide T est une suite finie de colonnes ci,...,c r . Chaque 
colonne verticale Cj est formee de £j cases vides. Ces cases sont reperees 
par un double indice : pour la colonne Cj, ce sont les cases (1, j),. . . , 
(£j,j). On suppose 1 < £ r < • • • < l x < n — 1. La forme du tableau 



;(*) 



i\,...,i k 
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form(T) est le n — 1 uplet (ai, . . . , a n _i) s'il yaai colonnes de hauteur 
1,. . . , a n _i colonnes de hauteur n — 1. On remplit le tableau avec des 
entiers places dans les cases vides. 

Ainsi, l'ensemble des tableaux de Young forme une base de l'algebre 
symetrique : 

Sym'{/\ C n ) = Sym*{C n © A 2 C n © • • • © A n_1 C n ) 

= Sym a ^{C n )®---®Sym a ^(A n ' l € n ). 

01,...,On_l 

Si A = ^afcWfc, le module § A est alors equivalent au sous-module de 
Sym'(/\ C n ) engendre par Taction de sl(n) sur le tableau de Young T x 
ayant exactement a x colonnes triviales de hauteur 1, . . . , a n _i colonnes 
triviales de hauteur n — 1 . 

Soit iV + le groupe des matrices n x n triangulaires superieures avec 
des 1 sur la diagonales. On montre que l'algebre des fonctions polyno- 
mials en les coefficients de g G SL(n) N + invariantes par multiplica- 
tion a droite est engendree par les fonctions 8^ i . Cette algebre est 
done un quotient de l'algebre Sym'(/\C n ). En tant que sl(n) module, 
elle est engendree par les fonctions T A , e'est la somme directe des § A . 

Definition 2.1. 

L'algebre de forme de SL(n) est le sl(n) module : 

§• = § A 

aga 

vu comme le quotient de Sym'(/\C n ) defini ci-dessus. 

Un tableau de Young de forme A = (ai, . . . , a n _i) est dit semi stan- 
dard si son remplissage se fait par des entiers < n qui sont croissants 
de gauche a droite le long de chaque ligne et strictement croissants de 
haut en bas le long de chaque colonne. 

La theorie classique des tableaux de Young semi standards dit que 
ces tableaux forment une base de l'espace §*. Plus precisement : 

Theoreme 2.1. 

1) On a les isomorphismes d 'algebre : 

S« ~ C[SL(n)] N+ ~ C[5?l., k ]/ vc . 
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L 'ideal VC est I'ideal engendre par les relations Pliicker : pour 
p > q > r , 

= 5 {p) - ■ 5 {q) - ■ + 

+ V ±5 {p) 5 {q) 

A C {h, ...,i p } 
#A = r 

2) Si X — aiUJi + • • • + a n _iu n _i = (ax, ... , a„_i) ; alors une base 
de S A est donnee par V ensemble des tableaux de Young semi 
standards de forme A. 

3) La relation d'ordre sur les poids [i < A corespond a la rela- 
tion d'ordre partielle b k < a k pour tout k si fx — (bi, . . . ,bk) et 
A = (ai, . . .,a k ). 



Exemple 2.1. Pour le cas de sl(3) (n 
de Pliicker: 



3), on a une seule relation 



1 


3 


+ 


2 


1 


1 


2 


2 




3 




3 





= 0. 



L'algebre de forme §*, lorsque n = 3, est une sous algebre de Sym'(f\ C 3 ), 
on a vu comment definir une base de cette derniere, formee de tableaux 
de Young. La base de §* est obtenue en eliminant les tableaux non semi 
standards. C'est a dire exactement ceux qui contiennent le sous tableau 



2.2. Tableaux de Young Quasi-standards pour sl(n). 

Pour construire l'algebre de forme reduite a partir de l'algebre de 
forme, on restreint les fonctions polynomials N + invariantes sur SL(n) 
au sous groupe iV~ = l N + . 

Definition 2.2. 

On appelle algebre forme reduite, et on note §* ed7 le quotient : 

s^ = s7<*Sl*-i>. 

Theoreme 2.2. 

En tant qu' algebre, E>° ed est l'algebre des fonctions polynomiales sur le 
groupe N~ . C'est aussi le quotient de l'algebre symetrique sur les fonc- 
tions 5^\ A non triviales (i k > k) par I'ideal des relations de Pliicker 
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reduites, c'est a dire des relations de Pliicker dans lesquelles on suprime 
les colonnes triviales. 

En tant que n + module, S' ed est indecomposable et c'est I'union des 
modules V\ = E>\ , stratifiee par : 



fi < A 



c 



Definition 2.3. 

On considere un tableau semi standard T = (ty). Si le haut de la 
premiere colonne de T (les s premieres lignes) est trivial, si T contient 
une colonne de hauteur s et si pour tout j pour lequel ces entrees exis- 
tent, on a t s u + i) < t( s +i)j, on dit que T n'est pas quasi standard en s. 
S'il n'existe aucun tel s, on dit que T est quasi standard. 

Exemple 2.2. 

La relation de Pliicker reduite pour sl(3) est : 



+ 



2 




1 


2 


3 




3 





Cette relation contient un seul tableau non quasi standard : le dernier. 



Notons SS X (resp. QS X ) l'ensemble des tableaux de Young semi 
standards (resp. quasi standards) de forme A. 

Le resultat principal de [ABWJ est que les tableaux quasi standards 
decrivent le cone diamant de sl(n). Donnons une preuve de ce resultat 
utilisant le jeu de taquin de Schiitzenberger. 

Soient S et T deux tableaux de Young vides de forme = form(S) = 
. . . , b n ) < A = form(T) = (ai, . . . , a n _i). On place S dans le coin 
en haut a gauche de T. Un coin interieur de S est une case (x, y) de S 
telle que, immediatement a droite et immediatement en dessous de cette 
case, il n'y a pas de case de S. Un coin exterieur de T est une case vide 
(V, y') qu'on peut ajouter a T de telle fagon que TU{(x', y')} soit encore 
un tableau de Young (ses colonnes sont de hauteurs decroissantes et 
commencent a la premiere ligne). 

On laisse le tableau S vide et on remplit le 'tableau tordu' T \ S 
de forme A \ /x par des entiers < n de fagon semi standard : pour 
tout i et tout j, Uj < et < ^(j+i), si les cases correspondentes 

sont dans T\S. On choisit un coin interieur de S et on l'identifie par 
une etoile : [*]. On dira qu'on a un tableau tordu T \ S pointe. Par 
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exemple, 





2 


4 




3 


5 


4 


6 




5 


7 



est un tableau tordu pointe. 

Le jeu de taquin consiste a deplacer cette case [*] dans T. Apres un 
certain nombre de deplacements, le tableau T est devenu un tableau 
V dans lequel la case pointee est a la place Alors 

Si la case + 1) existe et si la case (i + 1, j) n'existe pas 
ou t(i+i)j > U(j+i), on pousse \*\ vers la droite, c'est a dire, 
on remplace T' par le tableau T" ou en on met Uq+i) 



on met [*] en (i, j '• + 1) , on ne modifle pas les autres entrees de T'. 

Si la case (i + 1, j) existe et si la case + 1) n'existe pas 
ou < on pousse \*\ vers le bas, c'est a dire, on 

remplace T' par le tableau T" ou en on met 



on 



met [*] en (i + 1, j), on ne modifle pas les autres entrees de T'. 

Si les cases (i + l,j) et + 1) n'existent pas, on supprime 
la case 0. La case (2, j) n'est plus une case de T" mais le 
tableau forme des cases de T" et de la case est un tableau 
de Young. La case est un coin exterieur de T". 



Exemple 2.3. 



T 



T 





2 


4 


* 


3 


5 


4 


6 




5 


7 




2 


4 


★ 


3 


6 


4 


5 




5 


7 




2 


4 


3 


5 


6 


4 


7 




5 









2 


4 


3 


* 


5 


4 


6 




5 


7 




2 


4 


3 




6 


4 


5 




5 


7 




2 


4 


3 

> — 


5 


6 


4 


7 




5 





rpv 





2 


4 






2 


4 


3 


5 




3 


5 




4 


6 




4 


6 


5 


7 






5 


7 




2 


4 








3 


5 


6 




4 






5 


7 





rj-m 
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Appelons S" le tableau de Young vide obtenu en supprimant la case 
pointee de S et = form(S n ). Le tableau T" \ S n est encore semi 
standard. Si est le coin interieur pointe de S et (i" , j") le coin 
exterieur pointe de T", on pose (T" \ S" , («",/')) = jdt(T \ S, 
On peut inverser cette application. 

Appelons inversion l'operation qui consiste a prendre un tableau de 
Young semi standard T \ S de forme form(T \ S) — A \ a le plonger 
dans le plus petit rectangle le contenant (c'est a dire le rectangle de 
largeur r et de hauteur £i), puis a retourner ce rectangle et a remplacer 
chacune des entrees ^ du tableau tordu ainsi obtenu par n + 1 — tij et 
★ par *. Le tableau obtenu V \ S' = a(T \ S) est encore un tableau 
semi standard tordu. Si on pointe un coin exterieur de T, la case \*\ 
est dans un coin interieur de S', et reciproquement. Alors 

jdt- 1 (T»\S*,(i?,f)) = *ojdto*(T»\S»,(?,f)). 

Par exemple le jeu de taquin applique ci dessus s'inverse ainsi si n = 7 : 



(T, (4,2)) 



jdtoa(T, (4,2)) 





2 


4 


3 


5 


6 


4 


7 




5 


* 




1 


3 




3 


4 


2 


5 




4 


6 





(4,2)) 



aojdto<j(T, (4,2)) 







3 




1 


4 


2 


3 


5 


4 


6 






2 


4 


* 


3 


6 


4 


5 




5 


7 



Le jeu de taquin est done une application bijective 

jdt : SS(\ \ jj) x {coins interieurs de //} — ► 

— ► |J ^(A" \ //") x {coins exterieurs de A"}. 

Considerons maintenant un tableau T = (t^) non quasi standard 
et s le plus grand entier tel que T n'est pas quasi standard en s. Le 
haut de sa premiere colonne est trivial : t sl = s, pour tout j, on a 
i(s+i)j < t s (j+i) et 7" possede une colonne de hauteur s. 

On ajoute a ce tableau une colonne triviale, de hauteur n — 1, dont 
on vide le sous tableau S forme des s cases superieures. 

On pointe S en son unique coin et on applique le jeu de taquin. La 
case pointee se deplace toujours vers la droite et 'sort' au bout de la 
derniere colonne de hauteur s. La ligne s a juste ete decalee d'une case 
vers la gauche. On obtient un tableau de premiere colonne vide sur 
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les s — 1 premieres cases et triviale sur les n — s cases restantes. On 
supprime cette colonne. Si s > 1, le tableau T" obtenu n'est pas quasi 
standard en s — 1, et peut etre en s, mais il est 'quasi standard en tout 
t > s\ On peut done recommencer ce procede et obtenir finalement un 
tableau quasi standard T' . II est aise de verifier que cette procedure 
realise une bijection entre l'ensemble des tableaux semi standards de 
forme A et l'union des tableaux quasi standards de forme plus petite 
que A. 

SS X <— > U M < A QS». 

D 'autre part, on ordonne les tableaux de Young en disant que T < S 
si form(T) < form(S) et form(T) ^ form(S) ou si form(T) = 
form(S), mais qu'en lisant T et S colonne par colonne, de droite a 
gauche et de bas en haut, le premier couple d'entrees differentes verifie 

s i,j < tij- 

Soit toujours T un tableau non quasi standard en s et quasi standard 
en tout t > s, de forme A. Si la colonne numero £ de T a une hauteur 
superieure ou egale a s, et si d l T est le tableau obtenu en permutant les 
s premieres cases des colonnes numero 1 et I de T, on verifie qu'en ap- 
pliquant la relation de Plucker succesivement sur les colonnes numeros 
i, i + 1, 1 < i < £, on obtient une relation 

T = d e T + J2 S n 

3 

ou Sj < T pour tout j (bien sur d e T > T). Lorsque la hauteur de la 
colonne numero I est s, on obtient une colonne triviale qui disparait 
dans le quotient S* ed . On appelle (d e T)' le tableau dans lequel on sup- 
prime cette colonne. On a (crT)' < T. On montre done par recurrence 
que \-\[m<\ QS^ 1 est un systeme generateur de dans S* ed . 
Comme ce systeme de generateurs a pour cardinal la dimension de ce 
module, on a prouve : 

Theoreme 2.3. f [ABWj ) 

L'ensemble QS' des tableaux quasi standards forme une base de S' ed , 
qui decrit la stratification de ce n + -module indecomposable. 

La reunion U^a QS 11 forme une base de §>^+ . 

3. Tableaux de Young semi standards symplectiques 

Cette section est consacree a rappeler la definition des tableaux de 
Young semi standards symplectiques. Cette notion a ete developpee 
en 1979 par C. De Concini (voir [DeCj ). En 1994, une autre descrip- 
tion combinatoire des bases cristallines symplectiques, en termes de 
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tableaux semi standards symplectiques, a ete presentee par M. Kashi- 
wara et T. Nakashima (voir |KN] ) . En realite, ces deux constructions 
sont equivalentes, une bijection explicite a ete donnee par J. T. Sheats 
QSHJ). Dans la suite, nous allons adapter la version des tableaux semi 
standards symplectiques de De Concini en se referant au travail de J. 
T. Sheats. 

Rappelons aussi que R.G. Donnelly a donne une construction ex- 
plicite de Taction des elements de sp(2n) sur les bases de De Concini et 
de Kashiwara-Nakashima pour les representations fondamentales §^ 



3.1. Modules fondamentaux et colonnes symplectiques. Util- 

isant l'ordre l<2<---<n<n<---<l, on equipe C 2n de la base 
(ei, . . . , e n , e^, . . . , ej) et de la forme symplectique 



Le groupe de Lie symplectique SP{2n) est le groupe des matrices com- 
plexes 2n x 2n laissant Q invariante. Son algebre de Lie sp(2n) est 
simple de type C n , c'est l'espace des matrices : 



ou s est la symetrie par rapport a la deuxieme diagonale. 

Une sous algebre de Cartan f) de sp(2n) est la sous algebre des 
matrices diagonales H = diag(ni, . . . 

j i^m ^nj • • • i On pose 

Oj(H) = Kj et on choisit le systeme de racines simples suivant : 

A = {ai = 9i - 9 i+ i, i = 1, 2, . . . , n - 1, a n = 29 n }. 

Remarquons que notre choix de racines simples est tel que, pour sp(2n), 
la sous algebre n + = J2 a >o& a es ^ i,es P ace des matrices de sp(2n) qui 
sont strictement triangulaires superieures. On note N + le sous groupe 
analytique de SP{2n) correspondant. 

L 'ensemble A des poids entiers dominants est isomorphe a N n , en 
effet, A est entier dominant si et seulement si A = Ylk=i a k u ki ou les 
sont des entiers positifs ou nuls, et u>k = 9\ H — • + k sont les poids fon- 
damentaux de sp(2n). Etudions d'abord ces modules fondamentaux. 

Theoreme 3.1. ([FHj) 

Si k > 2, considerons la fonction de contraction naturelle ipk definie 
par : 




A, B, C, D e Matin, n), D = - S A, B = s B,C = s C 
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A • • • A Vi A ■ 



■ A Vj A 



i<j 



Le noyau de ipk est un sous sp(2n) module de A fc C 2n isomorphe au 
module fondamental de sp(2n) de plus haut poids Uk- 

Les sp(2n) modules irreductibles fondamentaux §^ sont ainsi reali- 
ses dans des sous espaces des sl(2n) modules fondamentaux § Wfc , pour 
k — 1, . . . , n. 

Tout sp{2n) module simple §^ est le sous module du produit ten- 
soriel 

Sym ai (^ l) ) <g> Sym a2 (S {w2) ) <g> ■ ■ ■ <g> Sym a " 

engendre par le vecteur de plus haut poids. 

Comme pour SL(2n), considerons les fonctions 'colonnes' suivantes 
definies sur SP(2n) : 

= « A • • • A e* , ^ A • • • A ge k ) (k < n, g G 5P(2n)). 

Ces fonctions ne sont pas independantes. Par exemple, si A, D C 
{1, . . . , n}, si A = {pj < p 2 < ■ ■ ■ < p s }, D = {q 1 < ■■■ < q t }, on pose 



a W_ = e W A • • • A e W A A 

J AD Pi Ps Qt 



Ae 



(*) 

91 ' 



Si/c = t + s + 2<n, on a 

n 

(e*^ A ft, <?e {1 ,..., fc} ) = ± < e Au{i}D0{i}' e {i.-..,*}> 

i=i 

= (*0e* s A H, e { i... fc }) = 0. 

Du theoreme precedent, on deduit que ce sont les seules relations 
homogenes de degre 1 entre ces fonctions. On appellera ces relations 
les relations de Pliicker internes de sp(2n). 

Definition 3.1. 

Soit A,D C {1, . . . , n} tels que k = %A + %D < n. Posons 



A 
D 



Pi 



Ps 



Qt 



Pl,-,Ps,qt,-,qi 



<h 



si A = {pi < p 2 < ■■■ < p s }, D = {qi < ■ ■ ■ < q t }. Posons 
I = A n D = {h, . . . ,i r }. 
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On dit que la colonne est une colonne semi standard symplectique si 
{1, . . . , n} \ A U D contient au moins un element j > i r , deux elements 
j,f > etc. . . 

On montre ( |DeC| ) que les colonnes semi standards symplectiques 
forment une base du module fondamental E>^ k K 

On considere maintenant une colonne semi standard symplectique 

jj . On note I = A fl D, J = {ji, . . . ,j r } la plus petite partie, pour 

I'ordre lexicographique, de {1, . . . , n} \ A U D telle que #J = #/, 
i\ < ji,. . . , i r < j r . On pose (dble se lit 'double') : 

C = {D\I) UJ,B = (A\I) U J, dble( ^ ) = ^ ^ . 

Alors dble(y -jj ) est un tableau de Young semi standard pour I'ordre 

choisi sur les indices : l<2<---<n<n<---<l. 

Exemple 3.1. Supposons n = 4, pour sp(8), une colonne semi stan- 
dard symplectique et son double est 



A 
D 



' dhle ( D ) = C ^ 



1 


2 


2 


3 


3 


T 



3.2. Modules simples et tableaux semi standards symplectiques 

Soit A = a k^k un poids entier dominant. Le module simple corres- 
pondant §^ est le sous module engendre par 'le' vecteur de poids A 
dans 

Sym ai {S {uJl) ) <g> • • • ® Sym " (§<"">). 
II est done engendre par les tableaux de Young de forme 

A = (d, . . . ,a n ,0, . . . ,0) 

dont toutes les colonnes sont semi standards symplectiques. Une base 
de a ete determinee par G. de Concini ( [DeC] ). 

Definition 3.2. 

Soit T un tableau de forme A dont toutes les colonnes sont semi 
standards symplectiques. Le tableau dble(T) est le tableau obtenu en 
juxtaposant les doubles des colonnes de T. 

On dit que T est un tableau semi standard symplectique (ou semi 
standard pour sp(2n)) si dble{T) est un tableau semi standard (pour 
sl(2ri)). 



Alors 
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Theoreme 3.2. flDiC] ) 

L'ensemble SS^ des tableaux de Young semi standards symplec- 
tiques de forme A est une base du sp(2n) module simple . 

Exemple 3.2. 

Ponr n = 3 (cas de sp(6)), et A = uj 2 + co>3, /e tableau suivant est 
semi standard symplectique : 



1 


2 




1 


2 


2 


3 


2 


2 


en e/fet c/6Ze (T) = 


2 


3 


3 


2 


2 






3 


2 





4. Algebre de forme et algebre de forme reduite 



Considerons la somme de tous les sp(2n) modules simples : 

s<*> = § (A) . 

aga 

L'ensemble SS^ de tous les tableaux semi standards symplectiques 
est done une base de ce module. 

Comme pour toute algebre de Lie semi simple, cette somme peut 
etre munie d'une multiplication qui en fait une algebre commutative. 
Pour 5p(2n), on peut realiser cette structure explicitement, exactement 
comme pour s[(2n). 

Notons C[SP(2n)} N+ 1 'espace des fonctions polynomiales sur SP(2n) 
qui sont invariantes par multiplications a droite par les matrices de iV + . 
C'est un SP{2n) module pour Taction a gauche : 

(g-f)(gi) = fCggi) (g, gi e SP(2n), f e C[SP(2n)] N+ ). 

Comme c'est aussi une somme de modules de dimension finie, il se 
decompose en somme de modules irreductibles §^ . Ses vecteurs de 
poids dominant f x sont des fonctions polynomiales invariantes sous la 
multiplication a droite par N + et a gauche par *iV + . Par la methode 
du pivot de Gauss, ces fonctions sont caracterisees par leur valeur sur 
les matrices diagonales de SP{2n) : 



ng) = f\diag(5\ L> {g), 



E 




5[ 1} (gy 
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(la derniere somme est finie). En faisant agir f) sur cette fonction, on 
voit que la somme ne contient qu'un terme et que 

A = (px - p 2 )u 1 + (pa - Ps)^2 H h (Pn-l - Pn)w„-i + ftW^- 

Comme A est dominant entier, les sont entiers et verifient p\ > p 2 > 
• • • > Pn > 0. Pour chaque A de A, l'espace des fonctions / A est de 
dimension 1, ou : 

qSP^n)]^ ~ 0§ w =s (,) . 

AeA 

Cette identification fait de une algebre commutative. 
Definition 4.1. 

On appelle algebre de forme de sp(2n) V algebre §^ munie de la 
multiplication definie ci-dessus. 

Grace aux resultats precedents, on a: 

Proposition 4.1. 

L' algebre de forme §^ de 5p(2n) est le quotient de la sous algebre 
^(n) = ©A=(ai,...,a n ,o,...,o)§> A de V 'algebre de forme des[[2n) par V ideal J ^ 
engendre par les relations de Pliicker internes. 

On peut done ecrire : 

S« ~ C[SP(2n)] N+ ~ C[^„ >ip , r < 

ou P£ est l'ideal des relations de Pliicker externes sur les couples de 
colonnes de hauteur < n (relations homogenes de degree deux) et des 
relations de Pliicker internes (homogenes de degre un). 

Comme pour SL(n), en restreignant les fonctions ir (r < n) a 
N~ =* A^ + , on definit l'algebre forme reduite pour sp(2n). 

Definition 4.2. 

On appelle algebre de forme reduite de sp(2n) et on note le 
quotient : 

S<& = S<->/<*£> >Jfc -l>, fc = l,2,...,n. 

Theoreme 4.1. 

i) §!f] d est un n + module indecomposable. 

ii) est V union des §^+, stratifiee par : 
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iii) Tout n + module monogene localement nilpotent est un quotient 
d'un des . 



iv) On a S<& = S? n) r JjC 



ou 



SJ n) red = S A / < 5[ k l k - 1, k <n> . 

A=(Ai,...,A„,0,...,0) 

Preuve: 

Les preuves de i), ii) et iii) sont identiques a celles de [ABW] pour 
le cas de sl(n). 

iv) Le diagramme suivant 



S (») — §< * > = S (n)/ J <.) 

01 

»(n) red - / <S [ k l k -l, k<n> ^ed ~ ^ / <s[ k) ^-1, k<n> 

- ®red 

est commutatif c'est a dire it o <p = § x o m. On a done bien S^ d 

sr. 



(n) redj 

□ 



5. Tableaux de Young quasi standards symplectiques 



A partir de maintenant, on notera aussi f(A,D) la colonne semi 

standard symplectique . Rappellons nos notations I = An D, J 

est la plus petite partie 'a droite de F dans le complementaire de AUD 
et B = (A \ I) U J, C = (D \ I) U J. 

Inversement, si 5 et C sont connus, on peut retrouver /, J, A et .D. 
En effet on a alors J = B fl C et I est la plus grande partie a gauche de 
J dans le complementaire de BUC, ayant le meme nombre d' elements 
que J. 
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Soit done B et C deux parties de {1, . . . , n}. Posons J = B n C = 
{ ji < ■ ■ ■ < j r } et defmissons / comme la plus grande partie {ii < i 2 < 
• • ■ < i r }, pour l'ordre lexicographique, de Z \ (B U C) telle que ik < jk 
pour tout k. On pose enfin : 

A=(B\J)UI, D = (C\J)UI et g(B,C) = f(A,D)=^. 
Definition 5.1. 

Soit T un tableau de Young semi standard symplectique. Nous dirons 
que T est quasi standard symplectique si dble(T) est quasi standard 
(pour s[(2n) ). 

Notons SS^ l'ensemble des tabeaux semi standards symplectiques 
de forme A = (a±, . . . , a n ) ayant ai colonnes de hauteur 1, . . . , a n 
colonnes de hauteur n. De meme, notons QS^ l'ensemble des tableaux 
quasi standards symplectiques de forme A et NQS^ l'ensemble des 
tableaux semi standards non quasi standards symplectiques de forme 
A. 

Remarquons qu'un tableau de Young T peut etre quasi standard 
pour sl(2n) sans que son double le soit. En void un exemple 





1 


2 




1 


1 


2 


3 


T = 


2 


2 


=>• dble(T) = 


2 


3 


3 


2 




2 






3 


2 





T est quasi standard mais dble(T) ne Test pas. 

On dira qu'un tableau T semi standard symplectique est poussable 
en s, et on notera T G NQS S si dble(T) = (t it j) a la propriete t s j + i < 
t s+ ij, pour tout j pour lesquels ces deux entrees existent. On remarque 
d'abord que chaque colonne de T, element de NQS S se decompose. 

A 

Lemme 5.1. Soit T un tableau de NQS S , c = une colonne de 
A B 

T et dble(c) = -~ -=r son double. Supposons s < #A. Soit a un 

nombre entier tel que b s < a < a s+ i (si s = j^A, on choisit a > b s 
seulement) . Pour toute partie X de [l,n], on pose X- a = X n [1, a] et 
X >a = Xn]a,n]. Alors 
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1. La colonne -j^<a esi semi standard pour sp(2a) et son double 

est -^j<a ~t=:< q ■ 



A 



2. La colonne — > a , indexee par [a + l,n] U [n, a + 1], est semi 

standard pour sp{2{n — a)) = sp(2]a,n\) et son double est 
.1 " B >a 

C >a D >a ■ 

Preuve 

Par hypothese, b s < a < a s+1 (b s < a si s = #A) et I- a = A^ a n 
D- a , done les elements ji, . . . ,j r qui sont dans le complementaire de 
(A U D) et dans [1, a] comprennent les elements de J fl ([1, a] \ (A- a U 

D-), done il y en a suffisamment pour que la colonne — <« soit semi 

standard pour sp(2a). Par construction, J- a est la plus petite partie 
de [1, a] \ (A- a U D- a ), de cardinal et qui contienne 1 element 

plus grand que le premier element de I- a , un deuxieme element plus 
grand que le deuxieme element de I- a , etc . . . , done 

^4~ Q A— a B— a 

dble{ — < a ) = —^<a -=-<a ■ 

LJ O U 

On en deduit que si I >a = I \ et J >a — J \ J- a , alors J >a a 
le meme cardinal que I >a , chaque element de I >a est majore par un 
element de J >a et J >a est la plus petite partie de [a+ 1, n] \A >a UB >a 
ayant cette propriete. Ceci acheve la preuve du lemme. 



□ 



On notera une telle colonne 



c = f- a (A^ a , D- a ) tt) f >a (A >a , D >a ) = 



A 



A >a 
D >a 



On notera aussi : 

c = g^ a (B^ a , C^ a ) tt) g >a (B >a , C >a ), 



A >a B >a 
dble(c) = -^>a -=->« 
u D 
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De meme, si c est une colonne de hauteur k qui n'est pas quasi 
standard en s et s > #A, alors k - s + 1 = #A + #£> - s + 1 < 
On choisit a tel que c^ s < a < c4_ s+1 , la colonne f <a (A <a , D <a ) est 
semi standard pour sp(2(a — 1)), et la colonne f- a (A- a , D- a ) est semi 
standard pour sp(2(n — a + 1)), indexee par [a, n]. Le double de ces 
colonnes est comme ci-dessus. On notera la colonne c: 



f«*(A <a , D <a ) tt) f~ a (A- a , D^ a ) = 



A >a 



On notera aussi : 

c = g <a {B <a , C <a ) tti g~ a (B^ a , C^ a ), 
A<a B<a 

dble(c) = -Q> a ~]j- a 

Lemme 5.2. Avec les hypotheses du lemme precedent, on pose A' = 
A \ {a s } et f(A', D) = g(B', C) (dans sp{2n) ). Alors 

& S ^'U5'UC'U D. 

Ou 

f{A',D) = f <b '(A' <b % D <bs ) tt) f >b '(A >b ',D >b ') 
= g <b ° {B' <b ° , C' <bs )\£g >b ° (B >b ° , C >bs ) . 

Preuve 

Cas 1 a s = b s 

Comme f- bs (A- bs , D- bs ) est une colonne symplectique, alors a s 
n'appartient pas a I^ bs . Done I <b ° = I^ bs = I'^ bs et J <bs = 
j<b s _ j'<b s p ar su j te 0g n'appartient pas a B'- b % b s B', on 
a b s <£ A' U D et b s £ C . 
Cas 2 a s < b s 

Cela veut dire b s G J- bs , plus precisement 

1^ = {a tl <---<a tr } et J*» = {b ui < ■ ■ ■ < b Ur = b s }. 

On a deux sous-cas : • Si t r — s, en enlevant a tr = a s de A, on 
enleve a s de I^ bs : I'^ b ' = I^ bs \ {a s } et done b s de J'^ b % e'est 
a dire b s ^ A' U B' U C U D. 

• Si t r < s, alors par construction, a s I- bs , en supprimant 
a s pour construire A', on a a s G [1, b s ] \ (A' U D) et done J- bs 
devient J'- bs = {b Ul , . . . , b Ur _ 1 , a s } (l'ordre n'est peut etre pas 
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Finalement puisque f >bs (A >bs , D >bs ) = g >bs (B >bs , C >bs ) et que b s n'appartient 
pas a D, on a A <CLa = A' <ba et la derniere relation : 

f(A',D) = f< b s(A' <bs ,D <bs ) tt) f >bs (A >bs ,D >bs ) 

= g <bs (B' <bs , C' <bs ) tt) # >fes (5 >6s , C >fes ) 

= g(B',C). 

□ 

Si s > #A, posons t — k — s + 1 — #A + #L> - s + 1, alors 

= ^(S,C7) = g <dt (B <dt ,C <dt ) tt) g^ dt (B^ dt , C^ dt ) , 

si C = C \ {c t }, et g(B,C) = f(A',D'), alors d t n'appartient pas a 
5 U C" U A' U £>', C >dt = C" >d * et 

^(S,C") = g <dt (B <dt ,C <dt ) tt) g >dt (B >dt ,C >dt ) 

Lemme 5.3. So^ /(-A', -D) colonne du lemme precedent. On garde 
les notations de ce lemme. 

• Soit u>b s ,ui B >b % B" = B'U {u} et C" = C , alors: 

g (B n , C" ) = g <bs {B' <bs , C' <bs ) tt) g- bs ({u} U B >bs , C >bs ) 
= f <bs (A <bs D <bs ) l±l /- &s (A" - bs _D"- bs ) 
= f(A",D n ). 

• Supposons que A >bs = 0. v>b s ,v£ D >bs soit A" = A' et 
D" = D'U {v}, alors : 

f(A" ,£>") = / <6s (A <6s , D <b °) tti (0, J D >6s U M) 

= <6 '(B /<6 ',C" <b «) tt) g^ b °($,D >b ° U M) 

= C"). 

• Supposons que A >bs = D >bs = 0. v < b s , v ^ D <bs , soit 
A" = A' et D" = D U {v}, alors : 

f(A" ,D") = f< b °(A <b %D <b ° U {v}) 
= g(B",C"). 

Preuve 

Dans le premier cas, puisque la colonne g >b, (B >b % C >ba ) est semi 
standard pour sp(2]b s ,n\), la colonne g- bs ({u} U B >bs ,C >bs ) est semi 
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standard pour sp(2[b s ,n\). En effet, si u > b s l'ensemble J />bs devient 
j»>b s _ j/>b a QU j»>b s _ ji>b 3 y maig ^ ans ce Vernier caS; l' a jout 

de l'indice b s garantit que la colonne reste semi standard. Si u = b s , 
alors J"- bs = J >bs et on n'a pas besoin de l'indice b s pour construire 
I"- ba = I' >bs . Ceci prouve le premier cas. 

Dans le cas 2, si v > b s , il n'y a rien a prouver, si v — b s , on doit 
prendre f- bs a la place de f >ba . 

Dans le cas 3, f(A",D") est semi standard puisqu'on ajoute, en 
meme temps que v, un indice (b s ) apres les indices de la colonne semi 
standard f <bs (A <bs , D <bs ) de sp(2[l,b s [). 

□ 

Si maintenant s > #A, on pose comme plus haut t = k — s + let 
on considere la colonne 

g (B, C) = g <dt {B <dt ,C <dt ) tt) g >dt (B >dt , C dt ) = f(A', D'). 

Soit v < d t , v <£ D <dt , et A" = A', D" = D' U {v} alors le meme 
argument que le cas 1 ci dessus donne : 

f(A",D") = f <dt (A <d \D <dt ) tt) f> d ^A ,>dt , D l>dt U {v}) 

= g < d t(B"^ dt ,C"^ dt ) tt) g >dt (B >>dt ,C >dt ) 
= g(B»,C»). 

Exemple 5.1. 

On considere le tableau dans sp(18): 



1 


4 


5 


7 


2 


5 


7 


7 


3 


6 


5 


4 


7 


5 


3 




8 
8 
3 








2 








T 
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On note c = la premiere colonne de T , alors 



dble(c) 



A B 
C D 



1 


4 


2 


5 


3 


6 


7 


7 


8 


9 


9 


8 


6 


3 


5 


2 


4 


T 



Avec les notations des lemmes precedents, on a : s = 3 < j^A et 



a = 6 < a 



s+l- 



La colonne -^<" = 



est semi standard pour sp(12) et — > a 



8 



est semi standard pour sp(2 x [7, 9]). Pour cet exemple, A' — A \ {3}, 
et f(A',D) est la colonne dont le double est 



dble(f(A',D)) 



dble(f <6 (A <6 ,D <(i )) 



1 


4 


2 


5 


7 


7 


8 


9 


9 


8 


5 


3 


4 


2 


3 


T 


1 


4 


2 


5 


5 


3 


4 


2 


3 


T 



dble{f >6 {A >6 ,D >6 )) 



7 


7 


8 


9 


9 


8 



L'entier 63 = 6 n'esi ni dans 

A <6 ,j s /<6 ,j c /<6 ,j jD <6 = 2} u {4, 5} U {3, 4, 5} U {1, 2, 3} 

ni dans 
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Le but de cet article est de montrer que l'ensemble des tableaux 
quasi standards symplectiques forme une base de l'algebre de forme 
reduite qui respecte sa structure de n + module indecomposable. Nous 
rappelons d'abord le jeu de taquin symplectique defini par J. T. Sheats 
dans [SHj . 

5.1. Jeu de taquin symplectique. 

Rappelons maintenant la definition du jeu de taquin symplectique 
de J. T. Sheats [SHj . 



Soit T \ S un tableau de Young tordu de forme A \ \i. On definit 
le double de T \ S en doublant les cases vides de S et en doublant les 
bas remplis des colonnes comme ci-dessus. On dit que T \ S est semi 
standard si dble(T\S) ainsi defini est un tableau tordu semi standard. 
Voici un exemple : 



T\S 





1 


2 




3 


4 




3 


2 


3 


T 




2 






T 







dble(T \ S) 







1 


2 


2 


3 






3 


4 


4 


4 






4 


3 


3 


2 


3 


3 


2 


T 






2 


2 










T 


T 











Pour chaque colonne Cj = f(Aj, Dj) = g(Bj, Cj) de T \ S, on note 1% 
la case i de cette colonne et dans dble(T\S), la colonne j devient deux 
colonnes. Les cases de ces colonnes sont notees 



a; 



Lorsqu'on pointe un tableau semi standard tordu T \ S en un coin 
interieur de S, par convention on double la case [*] qui devient * 



Le jeu de taquin symplectique consiste a partir d'un tableau semi 
standard tordu pointe et a deplacer la case pointee de la fagon suivante : 
supposons que la case pointee soit en On note les parties remplies 



des colonnes de T par c. 



g(Bj } Cj), alors 



1 Si + 1) n'est pas une case de T ou si /3(i+i)j < a i{j+i) 
on permute la case pointee [*] de T \ S avec la case It 



immediatement en dessous, les autres cases restent inchangees, 



2 Si (i + n'est pas une case de T ou si (3(i+i)j > aj^+i), 
on deplace horizontalement la case pointee [*] suivant la regie 
suivante : 

(ij si ttjj+i est non barre, on remplace la colonne Cj ainsi 
c i = 9(B j} Cj) — ► c'j = g(Bj U {Oij+i}, 
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(la case pointee disparait) et la colonne Cj +i ainsi 
Cj+i = f(A j+1 , D j+1 ) — ► c' j+1 = f(A j+1 \ {oij +1 },D j+1 ) 
et la case [*] en + 1), les autres colonnes sont inchangees. 
(ii) si ctij+i est barre, on remplace la colonne Cj ainsi 
Cj = flA r Dj) — cj. = -Dj U {a iJ+ i}) 
(la case pointee disparait) et la colonne Cj + i ainsi 

c j+i = g( B j+i, Cj+i) — > c 'j+i = g( B j+i, Cj+i \ 

et la case |T] en + 1), les autres colonnes sont inchangees. 
3 Si ni + 1), ni (i + l,j) n'est une case de T, le jeu s'arrete. 



Exemple 5.2. Reprenons le tableau : 



T\S 





1 


2 




3 


4 




3 


2 


3 


T 




2 






T 







Le jen taquin donne successivement : 





1 


2 


1 s 






1 


2 


2 


3 


i \ 




1 


2 




3 


4 






3 


4 


4 


4 




4 


4 




3 


2 


* 


★ 


4 


3 


3 


2 


4 


* 


2 


3 


T 




3 


3 


2 


T 




3 


1 




2 






2 


2 






2 






T 




T 


T 






T 












1 


2 


2 


3 


i \ 




1 


3 








4 


4 


4 


4 




4 


4 




1 > 


4 


4 


* 


-k 


3 


2 


4 


3 






3 


3 


2 


1 




3 


T 






2 


2 






2 






1 


T 




T 







1 


3 




4 


4 


4 


3 




3 


1 




2 






T 
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Ensuite, on peut recommencer avec le tableau obtenu : 





1 


3 




4 


4 


4 


3 




3 


T 




2 






T 











1 


2 


3 


3 






4 


4 


4 


4 






3 


3 




3 


3 


2 


T 


2 


2 






T 


T 








1 


2 


3 


3 












4 


4 


3 


3 


3 


3 




2 


2 


2 


1 


I 


T 

















i 


o 







4 


3 


3 




2 


T 




T 









1 


3 





4 




3 


3 




2 


1 




T 










1 


3 





4 




3 


3 




2 


1 




T 










Dans cet exemple, on voit que le nombre peut apparaitre (cf. [SHj ). 
En fait J. T. Sheats a montre qu'il ne peut apparaitre que dans la 
premiere colonne, et qu'elle apparait en meme temps que 0. 



5.2. Jeu de taquin et tableaux non quasi standards. 

Appliquons le jeu de taquin a un tableau semi standard symplectique 
T qui n'est pas quasi standard symplectique en s, c'est a dire que T 
appartient a NQS S et possede une colonne de hauteur s. 

On ajoute a gauche de T une colonne triviale c de hauteur n dont 
on vide les s premieres cases (on note T \ S le tableau obtenu). On 
pointe le coin inferieur de S et on applique le jeu de taquin. 

Proposition 5.1. Lorsqu'on applique le jeu de taquin symplectique a 
T \ S , les etoiles se deplacent toujours horizontalement de la gauche 
vers la droite, I'indice n 'apparait pas et le tableau obtenu a pour 
premiere colonne la colonne triviale cq a qui on a vide les s—1 premieres 
cases. Si s > 1, le tableau T' forme par les colonnes suivantes est semi 
standard, non quasi standard en s — 1 et possede une colonne de hauteur 
s-1. 

Preuve 

Par construction, la colonne c \S se double en (cq\S)(c \S), a droite 



de [*], il y a (s n'est pas barre) et au dessous s + 1 . Le premier 



pas du jeu de taquin consiste simplement a permuter les cases [*] et 
des colonnes et 1. En particulier, n'apparait pas et la premiere 



colonne a la forme annoncee. La colonne c\ = f(Ai,Di) = g(Bi,Ci) 



CONE DIAMANT SYMPLECTIQUE 27 

devient c[ = fi^A'^Di), pointee en s. 

Supposons qu'apres un certain nombre de pas, la case pointee soit 
toujours sur la ligne s, dans la colonne i + 1, on fait les hypotheses 
suivantes : 

(HI) Les % premieres colonnes de notre nouveau tableau, notees c"i, 
. . . , c"i sont de la forme f(A"j, D" ,) = g(B"j, C",), le tableau 
c"i . . . c"j est dans NQS s -±. 

(H2) La colonne i + 1 est devenue c- +1 , elle contient une etoile a la 
ligne s, dans dble(T), on a t s _i, 2 (j+i) < *s,2»+i- 

Les colonnes suivantes i + 2, . . . n'ont pas ete modifiees, on les note Cj 
(j > i + 1). On represente cette situation par le shema suivant : 





(cj+i) 


(ci+2) 











Les etoiles se deplacent vers la droite 



Si s < #A i+2 , dans ce cas, on a, grace au lemme 2, la situation 
suivante : 



dble = 



dble(c' i+1 ) 


dble(c i+2 ) 


a s -l,i+l K-l,i+l 




* -k 




b s +l,i+l 




ou 









Le deplacement suivant est horizontal. 
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Si s > #A i+2 , dans ce cas, on a, grace au lemme 2 ou a la remarque 
qui le suit, la situation suivante : 



dble\ 




dble(c i+2 ) 


* 




Ct,i+2 


d t 







Le deplacement suivant est horizontal. 

Au pas suivant le tableau forme des colonnes 0, . . . , % + 1 est dans NQS s -i 



Si s < #A i+ 2, dans ce cas, on a, grace au lemme 3, la situation 
suivante : 



dble = 



dble(c"i) 


dble(c' i+1 ) 
a s -i,i+i b' s _ l i+1 (< b Sji+1 ) 











Ce qui nous donne les deux inegalites demandees a" = a s -i^ + \ < 

b" s ,i — a s,i+l et ft'^-i^+i = &s— < ^s,i+l < a "s,i+l- 

Si #A i+2 < s < dans ce cas, on a, grace au lemme 3 et a la 

remarque qui le suit, la situation suivante : 



dble = 



dble(c\) 


dble(c' i+l ) 
a s-i,i+i b' s _ li+1 {< b s ,i+i) 




c"t,j+i d"t t i + i(= Ctj+2) 
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Ce qui nous donne les deux inegalites demandees a" s _i ji+ i = a s _i )i+ i < 
b" s ,i — a s,i+i et &" s— < c" tji+ i. 

Si #A i+ i < s, dans ce cas, on a, grace au lemme 3 et a la remarque 
qui le suit, les deux situations suivantes : 



dble 



dble(c\) 


dble(c' i+1 ) 
a s -i,i+i b' s _ l i+1 (< b S)i+1 ) 


Ct,i+1 


c"t,i+l Ct,i+2) 







Ce qui nous donne les deux inegalites demandees a" s _i >i+ i < c" t) j et 

s-l,i+l < c t,i+l- 



Ou bien 



dble(c"i) 



c t,i+i 



dble(c' i+1 ) 

c"t+l,i+l ^"t+l,i+l(< ^t,i+l, 



Ce qui nous donne les deux inegalites demandees c'^+i^+i < cf' t+i,j+i < 
< = (f ti j et d" t+ i ji+ i < c^i+i < c" tj j + i. 

□ 

Soit T un tableau de SS <X> qui n'est pas quasi standard. Soit s un 
entier tel que T G NQS S et T possede une colonne de hauteur s. On 
notera ceci : T G NQS< X> . Supposons T ^ NQSf x> , pour tout t > s. 
On ajoute a T une colonne triviale avec s cases vides Cq\S, on applique 
le jeu de taquin symplectique, on retire la premiere colonne (triviale 
avec s — 1 cases vides) et on obtient un tableau T' G NQSf^ ' s ' + ' s 1 ' > 
ou [s] designe le n-uplet (0, . . . , 1, . . . , 0), le 1 etant a la s ieme place. On 
notera V = sjdt s (T). II est possible que T soit dans NQSf X ~ [s]+[s ~ 1]> . 
Cependant T' ne peut pas etre dans NQS^'^^' 1 ^ , avec t > s. 

Lemme 5.4. Pour tout t > s, si T n'est pas dans NQS t , alors T' = 
sjdt s (T) n'est pas non plus dans NQS t . 
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Preuve 

En effet, si T n'a pas de colonne de hauteur t, V n'en n'a pas non 
plus. Si T a une colonne de hauteur t et n'est pas dans NQS t , le 
double de T est tel que pour chaque t il existe un 'blocage' de la forme 
U,j > Montrons que ce blocage ne disparait pas au cours du 

jeu de taquin symplectique. Supposons qu'a la colonne q de T, on 
ait s < #A. Si on ajoute une entree barree u, on a vu que la partie 
de la nouvelle colonne dble(c" j) situee en dessous de la ligne s est le 
double de f(A <ba , D <bs ), c'est a dire coincide avec la nouvelle colonne 
dble(ci) situee en dessous de la ligne s. S'il y avait un blocage, il n'a 
pas disparu. Si on ajoute une entree u qui n'est pas barree, on est dans 
la situation suivante (la parenthese signifie que la ligne correspondante 
peut exister ou ne pas exister), si u = b s , on obtient c"j = q et aucun 
blocage ne disparait, si u > b s et u C, 

j[<b s J3< b s A <bs B <bs 

a s b s * * 

dbl(ci) = -Q >h ° Jy >ba l— *■ dblefc'j) = £?>& s Jj >bs l—> 
(b s aj) (oj aj) 

c <fes D <6s c <bs d <6s 

^>6 S B >bs 



i— > dble(c" i) = -Q> b » Jj >bs 



[a s a s ) 
C <bs D <bs 

le seul changement eventuel, en dessous de la ligne s, est le rem- 
placement de b s par aj. Ce remplacement n'appporte aucun nouveau 
deblocage. Enfin si u > b s appartient a C, on a u = c a , par construc- 
tion u est le plus petit element de J"- bs , on a, avec nos notations, 
£)»>b s _ £)/>6 s y | M j y _ cf' 6 }, l e seu l changement des colonnes en 

dessous de s, a part le changement eventuel de b s en aj, est la partie 
comprise entre les ligne barrees d'indices a et b. Plus precisement, cette 
partie devient : 

Qi+l <ii+l Ca+l d a+ i 



Cfe+1 Cfc+i C b+ i ^Cj, 
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On voit apparaitre des blocages entre ces deux colonnes entre les lignes 
aetb. Aucun ancien blocage ne disparait. Le meme argument s'applique 
si s > #A. 

□ 

On peut maintenant repeter le jeu de taquin symplectique sur T' = 
sjdt s (T). Si T' n'est pas quasi standard (c'est en particulier le cas 
si s > 1), il existe s' < s tel que V G NQS^ XSl ' pl '~ 1]> et V <£ 
NQS^ > , pour tout t' > s', on construit T" = sjdt s /(T'), 

etc. . . Au bout d'un nombre fini d'operations, on obtient un tableau 
(f{T) quasi standard : <p(T) G QS < ^ 1> , et on definit ainsi une applica- 
tion if de SS <X> dans U^xQS^. 

Theoreme 5.1. 

L 'application f est bijective de SS <X> sur L\ fJjC \QS <f * > . 

Preuve 

D'apres le theoreme 7.3 de |SH] . on sait que le jeu de taquin sym- 
plectique sjdt est injectif et que son application inverse est de la forme 
cr o sjdt off oil a est le retournement d'un tableau, accompagne du 
changement des entrees barrees en non barrees et des non barrees en 
barrees. L'application sjdt s deplace l'etoile vers la droite jusqu'a la 
derniere case de la ligne s. On repete cette operation pour realiser if. 
On obtient un tableau f(T) de forme \i et des etoiles succesives a droite 
de ce tableau qui remplissent le tableau tordu de forme A \ \i de bas 
en haut et de droite a gauche (on remplit les lignes successivement en 
commengant par la derniere et dans chaque ligne de droite a gauche). 

Si maintenant T est un tableau quelconque de SS <{i> avec \i C A, 
on lui ajoute a gauche autant de colonnes triviales qu'il y a de cases 
sur la premiere ligne de A\/x (disons d colonnes), et le tableau tordu de 
forme A\/x en haut a droite, on remplit ce tableau tordu par des etoiles 
numerotees comme ci-dessus, et on applique le jeu de taquin inverse. 
On obtient par construction un tableau 9(T) de forme (\Ud[n])\(\\fi), 
puisque d'apres le theoreme 7.3 de [SHj . les chemins successifs des 
etoiles ne se croisent pas (au sens de [SHJ) : les dernieres etoiles sont 
sur la premiere ligne de notre tableau, le jeu de taquin inverse les 
ramene succesivement, dans l'ordre decroissant le long de la premiere 
ligne, le plus a gauche possible. Les etoiles suivantes sont sur la ligne 
2. Elles ne peuvent pas passer par la ligne 1, puisque les chemins ne se 
croisent pas. Elles reviennent done, le plus a gauche possible, le long 
de cette ligne, etc. . . A cause de la forme de notre tableau, n'apparait 
jamais. En effet pour que apparaisse, il faut qu'a un moment donne 
il y ait 1 a gauche de l'etoile et 1 au dessus de l'etoile, done il y a 
une case a gauche de ce 1 qui contient necessairement 1. Mais alors 
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la colonne a gauche de l'etoile et celle au dessus de l'etoile forment un 
tableau qui n'est pas semi standard, ceci est impossible d'apres [SHJ. 
Le tableau 6{T) obtenu est done semi standard et par construction ses 
d premieres colonnes sont des bas de colonnes triviales. Ensuite, on 
complete le tableau 0(T) en completant les d premieres colonnes en des 
colonnes triviales. On supprime les d premieres colonnes triviales et 
on obtient un tableau i(j(T) semi standard de forme A. D'apres [SHJ, 
(p(ip(T)) = T, ip est bijective. 

□ 



Exemple 5.3. Cas de sp(8) 



1 


1 


3 


2 


3 


3 


3 


3 




3 







double (T) 



1 


1 


1 


1 


3 


4 


2 


2 


3 


4 


4 


3 


3 


4 


4 


3 






4 


3 











Puisque 4 < 4 < 3 ; le tableau T £ NQS- 



(0,1,1,1) 



En oubliant I'ajout 



initial et le retrait final des colonnes triviales, on a successivement: 





1 


3 




4 


3 


4 






3 









1 


3 




4 


3 


4 






3 









1 


4 




1 4 




4 




4 




4 




4 




3 
2 




3 
2 




3 
2 



Inversement, on a: 



1 


1 


1 


*5 


*4 


2 


2 


3 


*3 


*2 


3 


3 


2 


*1 




4 


4 


T 











2 


4 


4 






3 


3 


3 






4 


2 


2 




4 


T 


T 


















2 


4 


4 






3 


3 


3 




4 


2 


^3 


2 


4 


T 


T 









1 


4 


4 




*1 


2 


3 


3 




^3 


3 


2 


2 


*4 


*5 


T 


T 


T 







2 


4 


4 






3 


3 


3 




*3 


4 


2 


2 


4 


T 


T 




















2 


4 


4 






3 


3 


3 




4 


2 


2 




4 


T 


T 







£ Q5 



(0,0,0,1) 



*2 





1 


4 


4 








2 


3 


3 








3 


2 


2 








T 


T 


T 


















2 


4 


4 






3 


3 


3 






4 


*3 


2 


2 




4 


T 


T 
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3 


4 


4 






4 


3 


3 


3 


4 




2 




3 


T 


T 











3 


4 


4 




*i 


4 


3 


3 


3 


4 


2 






3 


T 


T 











3 


4 


4 




3 


*i 


3 


3 


3 


3 


2 






3 


1 


T 











3 


4 


4 




3 


3 


3 






3 


3 


2 








3 


1 


T 













1 


1 


3 


> 






2 


3 


3 






3 


3 


3 






4 


4 


3 







1 


1 


1 


1 


3 


2 


2 


2 


3 


3 


3 


3 


3 


3 




4 


4 


3 







1 


1 


3 


2 


3 


3 


3 


3 




3 







Comme pour SL(n), on realise le dernier pas de notre preuve en 
appliquant les relations de Pliicker internes et externes aux tableaux 
T G NQS <X> . On ordonne les tableaux de Young suivant l'ordre 
habituel : deux tableaux T et S verifient S < T si la forme /i = 
(&i,..., b n ) de S est plus petite que la forme A = (a±, . . . , a n ) de T 
pour l'ordre lexicographique ou, si ces deux formes sont les memes si, 
lorsqu'on lit ces deux tableaux colonne par colonne, de droite a gauche 
et dans chaque colonne de bas en haut, le premier couple d'entrees 
differentes verifie tij < Sij. 

On fait une recurrence sur cet ordre total. On suppose que tout tableau 
S tel que S < T s'ecrit modulo les relations de Pliicker et les relations 
^12 ... s — 1 = 0) comme une combinaison lineaire de tableaux quasi 
standards Uj tels que Uj < S. 

Soit maintenant s le plus grand entier tel que T est dans NQS< X> . 
Pour tout £ tel que la colonne eg ait une hauteur > s, on note djT 
un tableau ayant la meme forme que T, dont les colonnes numeros 
£+1, £+2, . . . sont celles de T, le bas de la colonne numero £ (les entrees 
des lignes s + 1 , . . . ) est le bas de la colonne numero £ de T et les s 
premieres entrees de la colonne numero £ sont 1, 2, . . . , s. Remarquons 
que djT > T. 

On fait une recurrence sur £. On suppose que, modulo les relations 
de Pliicker, il existe des tableaux djT et des tableaux Sf. < T, de meme 
forme que T, tels que 



T = J2d<T + J2s> k 



Considerons un des tableaux djT 
Cas 1: t s+1: e > t s/+ i 
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Grace a la relation de Pliicker sur les colonnes numeros £, £ + 1, le 
tableau djT s'ecrit: 

d i T = d i+i T+ s>. 

S'<T 

Ou dj +1 T est obtenu en permutant les s premieres lignes des colonnes 
numeros £ et £ + 1 de <9jT. 

Cas 2: t s+ \^ < t s ^ +i et t s+ i t i est non barre. 

Dans ce cas, puisque T G NQS< X> , t S; £ +1 est non barre, t s+ \^ ap- 
parait dans la colonne numero £, on applique une relation interne, sur 
la colonne numero £ et sur ce couple d'entrees, on obtient : 

9 j t = E u *+ E s * 

i>t s ,e+i i<t s ,e+i 

on remarque que les tableaux Sij sont plus petits que T et d'apres le 
lemme 3, dans chaque Uij, u s+ ij > t Si £+i, en appliquant le cas 1, on 
peut ecrire : 

3iT = ^3««T + ^ S>. 

i S'<T 

Cas 3: t s+1 ^ < t s j + i et t 8+ \^ est barre. 

Alors l'entree t Si g+i est barree, on note t s ^ + \ = v, alors l'entree v 
apparait dans la colonne £ + 1, on applique la relation interne sur la 
colonne numero £ + 1 et sur ce couple d'indice, on obtient : 

^ T = E^ + E^' 

i>v i<v 

on remarque que les tableaux sont plus petits que T et d'apres le 
lemme 3, dans chaque Uy, u S; t + i < t s+ i^, de plus ti s ',^+i = ts'jt+ii pour 
tout s' > s. En appliquant le cas 1, on peut ecrire : 

i S'<T 

Done par recurrence, on a bien, pour tout £ tel que la colonne q de 
T ait au moins s cases, 

j k 

avec Sk < T pour tout k. On ecrit cette relation pour la premiere 
colonne de hauteur s de T, on obtient des tableaux djT ayant une 
colonne triviale, on supprime cette colonne triviale grace a la relation 
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$i,2,...,s = 1> 011 obtient des tableaux (djT)' < T. Done T est une combi- 
naison lineaire de tableaux S < T, par induction, e'est une combinaison 
lineaire de tableaux quasi standards de forme fj, C A. 

L'ensemble U mC a QS <fl> est un systeme generateur du N + module 
S<+ A> C §< A /, ce module a pour dimension le cardinal de SS <X> , le 

n sp(2n) 

systeme U mC a QS < ^ 1> est done une base de ce module. 
Theoreme 5.2. 

Tott£ tableau de SS <X> est une combinaison lineaire de tableaux de 

iVa QS<»>. 

L'ensemble QS <9> est une base de S <9> , adaptee a la stratification des 
N + -modules §<+ A> . 

%(2n) 
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